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Abstract—Algoritma Kruskal adalah salah satu algoritma yang
dapat memecahkan permasalahan pencarian pohon merentang
minimum (minimum spanning tree) dari suatu graf berbobot. Pada
makalah ini dikaji analisis kompleksitas algoritma Kruskal secara
kompleksitas waktu. Hasil analisis menunjukkan Algoritma
Kruskal memiliki kompleksitas O(E log E).
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1. PENDAHULUAN

Dalam keseharian kita, sebenarnya ada banyak hal yang dapat
kita representasikan dalam bentuk graf. Misalnya adalah
hubungan antarkota. Pada kasus ini kota dapat diibaratkan
sebagai simpul (vertexs) dan jalan yang menghubungkan
antarkota digambarkan sebagai busur (edges). Pohon (tree)
merupakan graf yang tidak mengandung putaran (cycle). Pohon
dapat dibuat dari suatu graf terhubung yang dihilangkan
beberapa busurnya. Pohon yang dibentuk dari suatu graf dan
mengandung semua simpul dari graf tersebut dinamakan pohon
merentang (spanning tree). Dari satu graf terhubung yang
berbobot dapat dibentuk banyak spanning tree. Pada
permasalahan di kehidupan, terkadang kita perlu untuk mencari
spanning tree dengan bobot minimum. Misal pada representasi
hubungan antarkota tadi, kita bisa menentukan panjang jalur
minimum yang dapat menghubungkan semua kota.

Ada beberapa algoritma yang dapat digunakan untuk
menentukan pohon merentang minimal. Yang akan dibahas
pada makalah ini adalah menentukan pohon merentang minimal
dengan algoritma Kruskal. Algoritma ini dimulai dengan
mengurutkan busur-busur pada graf mulai dari yang terkecil
hingga terbesar. Kemudian dari itu, dipilihlah busur-busur yang
akan membentuk pohon merentang minimum.

Dalam makalah ini, akan dikaji salah satu algoritma yang
dapat digunakan untuk menentukan pohon merentang
minimum, vaitu algoritma Kruskal dan kompleksitas
algoritmanya.

II. DASAR TEORI

A. Graf
1) Definisi Graf

Graf adalah struktur data yang merepresentasikan kumpulan
objek yang memiliki hubungan antar satu objek dengan objek
yang lainnya dalam bentuk simpul dan busur. G membentuk
suatu graf jika terdapat pasangan himpunan (V(G),E(G)),
dimana V(G) (simpul pada graf G) tidak kosong dan E(G) (busur
pada graf G).[2]
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Gambar 1. Contoh graf [3]

Dari gamar 1 kita bisa dapatkan himpunan V dan E yang
menyatakan simpul dan busur sebagai berikut :

Vv ={A B, C, D}
E ={(AB),(AC),(B,C),(B,D),(C,D)}

2) Jenis-Jenis Graf
Berdasarkan ada atau tidaknya gelang atau sisi ganda, graf
dapat dikategorikan menjadi dua jenis :
a. Graf sederhana
Graf sederhana tidak mengandung gelang maupun sisi
ganda
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D

Gambar 2. Graf Sederhana[2]
b. Graf tidak sederhana
Graf tidak sederhana mengandung gelang atau sisi ganda.
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Gambar 3. Graf tidak sederhana[2]

Berdasarkan orientasi arah pada busur, graf dapat dibedakan
menjadi dua jenis, yaitu :
a. Graf tak-berarah
Graf yang sisinya tidak mempunyai orientasi arah.
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Gambar 4. Graf tak-berarah[2]

b. Graf berarah
Graf yang sisinya mempunyai orientasi arah.

Gambar 5. Graf berarah[2]

o

Makalah 1F2120 Matematika Diskrit — Sem. | Tahun 2022/2023

Terminologi Graf
Ketetanggan
Dua simpul dikatakan bertetangga jika keduanya
terhubung langsung oleh suatu busur.

Bersisian
Untuk sembarang busur e = (vj,vk) dikatakan e
bersisian dengan simpul v; atau e bersisian dengan
simpul vi.

Simpul Terpencil
Sebuah simpul dikatakan simpul terpencil apabila
tidak ada busur yang bersisian dengannya.

Graf Kosong
Graf kosong adalah graf yang himpunan busurnya
merupakan himpunan kosong.

Derajat

Derajat dari suatu simpul merupakan hasil
penjumlahan dari semua sisi yang bersisian dengan
simpul tersebut.

Lintasan

Lintasan yang panjangnya n dari simpul awal vo ke
simpul tujuan v, di dalam graf G ialah barisan
berselang-seling simpul-simpul dan sisi-sisi yang
berbentuk  vo,e1,v1,62,V,..,Va-1,6n,Vn  Sedemikian
sehingga e; = (Vo,v1), €2 = (V1,V2),....en = C(Vn-1,Vn)
adalah sisi-sisi dari graf G.

g. Sirkuit
Sirkuit adalah lintasan yang simpul awal dan
akhirnya sama.

h. Keterhubungan
Dua simpul, v1 dan v2, disebut terhubung jika ada
jalur lintasan dari v1 ke v2. Sebuah graf G dikatakan
terhubung (connected graph) jika untuk setiap
pasangan simpul vi dan vj dalam himpunan V,
terdapat jalur lintasan yang menghubungkan vi ke vj.
Jika tidak ada lintasan yang menghubungkan setiap
pasangan simpul dalam graf, maka G disebut sebagai
graf tak-terhubung (disconnected graph).

i. Upagraf atau Komplemen Upagraf
Misalkan G = (V,E) adalah sebuah graf. G1= (V4,E1)
adalah upagraf dari G jika V1 € V dan E; C E.

j. Upagraf Merentang
Upagraf G; = (V1,E1) dari G = (V,E) dikatakan
upagraf rentang jika V1=V (yaitu G; mengandung
semua simpul dari G).

k. Cut-Set
Cut-Set dari graf terhubung G adalah himpunan sisi
yang bila dibuang dari G menyebabkan G tidak
terhubung. Jadi, cut-set selalu menghasilkan dua
buah komponen.

I.  Graf Berbobot
Graf berbobot adalah graf yang setiap sisinya diberi
sebuah harga.

B. Pohon

1) Definisi Pohon (tree)
Istilah Pohon (tree) pertama kali ditemukan pada tahun 1857
oleh seorang matematikawan asal Inggris, Arthur Cayley.
Pohon adalah struktur data non-linier berbentuk hierarki yang
terdiri dari simpul-simpul yang terhubung dan bentuknya
seperti pohon. Pohon merupakan graf tak-berarah terhubung
yang tidak mengandung sirkuit.[2]
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Gambar 6. Pohon[2]

Ada 3 syarat suatu graf dapat dikatakan pohon, yaitu tidak
memiliki sirkuit, tidak berarah, dan harus terhubung. Sifat-
sifat tersebut yang membedakan pohon dengan graf.
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Gambar 7. Perbedaan graf dan pohon

Pada gambar 7 dapat dilihat perbedaan antara graf dan pohon.

Gambar yang sebelah kiri merupakan pohon dan gambar
sebelah kanan merupakan graf. Yang menjadi penyebab
gambar kanan tidak bisa dikatakan pohon adalah graf tersebut
memiliki sirkuit. Pohon juga dapat digambarkan dalam
berbagai bentuk seperti pada gambar berikut.

Gambar 8. Berbagai macam bentuk pohon

2) Terminologi Pohon

a. Lintasan (path)
Lintasan adalah jalur yang dilewati dari simpul awal
hingga simpul akhir tujuan.
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Gambar 9. Graf

Lintasan dari a ke m adalah a,d,g,k,m. Panjang dari
lintasan tersebut adalah 4.

b. Derajat (degree)
Derajat sebuah simpul adalah jumlah anak pada simpul
tersebut.

c. Anak (child/children)

Simpul anak adalah simpul turunan dari simpul
diatasnya.

d. Orang tua (parent)
Simpul orang tua dari simpul a adalah simpul yang
berada diatas simpul a. Simpul a berarti merupakan
child dari simpul tersebut.

e. Saudara kandung (sibling)
Dua buah simpul atau lebih dapat dikatakan saudara
kandung apabila simpul-simpul tersebut memiliki
orang tua yang sama.

f. Daun (leaf)
Daun adalah simpul yang memiliki derajat nol (tidak
memiliki anak).

g. Akar (root)
Root adalah simpul paling atas dari sebuah pohon.

h. Upapohon (subtree)
Upapohon adalah setiap simpul dari pohon beserta

turunannya.
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Gambar 10. Contoh upapohon

i. Simpul dalam (internal nodes)
Simpul dalam adalah semua simpul yang memiliki
anak kecuali akar.

j. Aras (level)
Avras adalah tingkat dari graf. Aras dihitung O dari akar
pohon dan terus bertambah sampai ke daun.

k. Tinggi (height)
Tinggi adalah aras maksimum dari suatu pohon
(jumlah sisi dari root hingga ke leaf paling bawah).

C. Pohon Merentang Minimum (Minimum Spanning
Tree)

Minimum Spanning Tree (MST) adalah upagraf dari sebuah
graf berbobot terhubung yang mengandung semua simpul dari
graf tersebut dan memiliki bobot paling kecil diantara
alternatif upagraf lain. MST berbentuk pohon sehingga
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upagraf yang dihasilkan tidak boleh memiliki sirkuit. Setiap

graf pasti memiliki MST. Namun, tidak setiap graf hanya

memiliki 1 solusi MST. Pada beberapa kasus, graf bisa jadi
memiliki lebih dari 1 MST, akan tetapi jumlah bobot minimum
yang dihasilkan pada MST tersebut tetaplah sama.

Terdapat 2 algoritma yang biasanya dipakai untuk
menentukan MST dari sebuah graf, yaitu algoritma Prim dan
algoritma Kruskal. Setiap algoritma tersebut memiliki lagkah
pengerjaan dan kompleksitas yang berbeda.

D. Kompleksitas Algoritma

Kompleksitas algoritma menunjukkan seberapa efisien suatu
algoritma berjalan. Kompleksitas algoritma dapat ditinjau dari
waktu dan ruang. Kompleksitas waktu yang disimbolkan dengan
T(n) mengukur tingkat efisiensi suatu algoritma dengan
mengukur jumlah waktu yang dibutuhkan oleh algoritma
berjalan. Namun, waktu yang dimaksud bukanlah waktu aktual
algoritma tersebut berjalan, akan tetapi hanya sebuah fungsi dari
panjang masukan. Sementara Kompleksitas ruang disimbolkan
dengan S(n). Kompleksitas ruang mengukur tingkat efisiensi
suatu algoritma dari penggunaan memori dalam menyimpan
data sementara selama algoritma tersebut berjalan.

Kompleksitas waktu dapat digolongkan menjadi 3, yaitu
kompleksitas waktu untuk kasus terburuk  (Tmin(n)),
kompleksitas waktu untuk kasus terbaik (Tmax(n)), kompleksitas
waktu rata-rata (Tavg(n)).

Notasi “O” disebut notasi “O-Besar” (Big-O) merupakan
kompleksitas waktu asimptotik. “T(n)=O(f(n))” dibaca “T(n)
adalah O(f(n))” , maksudnya adalah T(n) memiliki orde paling
besar f(n) apabila terdapat konstanta C dan no sedemikian
sehingga T(n) < C f(n) untuk n > no. Urutan spektrum
kompleksitas waktu algoritma adalah :

Kelompok Algoritma | Nama
o) konstan
O(log n) logaritmik
O@n) linier
O(n log n) linier logaritmik
o(n?) kuadratik
o(n?) kubik
o2 eksponensial
O(n!) faktorial
Tabel 1. Pengelompokan algoritma berdasarkan Notasi O-
Besar

Algoritma dengan kompleksitas O(1) hingga O(n®) (urutasn
sesuai pada tabel 1) dapat dikelompokkan menjadi algoritma
polinomial sesuai dengan sifat pertumbuhan nilai hasil
fungsinya. Sementara algoritma dengan kompleksitas O(2") dan
O(n!) disebut algoritma eksponensial sebab pertumbuhan nilai
hasil fungsinya eksponen. Algoritma polinomial dinilai lebih
baik karena pertumbuhan nilai hasil fungsinya tidak sepesat
algoritma eksponensial.

logn | n | nlogn n’ n o n!

0 1 0 1 1 2 1

1 2 2 4 8 4 2

2 4 8 16 64 16 24

3 8 24 64 512 256 362880

4 16 64 256 4096 | 65536 20922789888000

5 32 | 160 1024 | 32768 | 4294967296 | (terlalu besar untuk
ditulis)

Tabel 2. Perbandingan pertumbuhan kompleksitas algoritma
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Gambar 11. Pertumbuhan kompleksitas algoritma

III. ALGORITMA KRUSKAL

Dalam teori graf, algoritma kruskal adalah algoritma yang
digunakan untuk mencari pohon merentang minimum atau yang
nama lainnya adalah minimum spanning tree (MST). Algoritma
kruskal menggunakan pendekatan greedy, artinya adalah
algoritma ini memilih busur dengan bobot terkecil kemudian
menambahkan busur hingga semua simpul terhubung. Namun,
algoritma ini harus memastikan bahwa busur yang tersambung
tidak membentuk sirkuit.

Langkah-langkah membuat MST dengan algoritma Kruskal
adalah sebagai berikut :

1) Urutkan busur-busur dari graf menaik berdasarkan nilai

bobot busur.
2) Inisiasi tree T kosong.
3) Pilih busur (u,v) yang bobotnya paling kecil diantara
busur yang lain kemudian tambahkan (u,v) ke dalam T.

4) Jika busur (u,v) membentuk sirkuit maka jangan
masukkan busur (u,v) kedalam T dan lewati busur tersebut
walaupun nilai bobotnya minimum.

5) Ulangi langkah sebanyak n — 1 kali.

Berikut adalah implementasi algoritma Kruskal dalam bentuk
class dalam bahasa python. Program ini ditulis oleh Neelam
Yadav dan dikembangkan kembali oleh James Graga-Jones .
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find(self, parent, i):
parent[i] != i:

Graph:

. . parent[i] = .find(parent, parent[i])
__init (self, wvertices):

) parent [i]
¥ = vertices

.graph = []

union({self, parent, rank, x, y):
addEdge(self, u, v, w):

.graph.append( [u, v, wl)

rank[x] < rank[y]:

parent[x] = y
rank[x] = rank[y]:

parently]l = x

parent[y] = x
rank[x] += 1

KruskalMST(self):

.graph = sorted( .graph,
key= item: item[2])

parent = []
rank = []

node range( V)
parent.append(node)
rank.append(@)

[T .graph[i]
i=1+1
.find(parent, u}
.find(parent, v}

x I=y:
e=g+ 1
result.append( [u, v, wl)
.union(parent, rank, x, y)

minimumCost = @

print("Edges ructe
u, v, weight result:
minimumCost += weight
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Graf pada implementasi algoritma Kruskal di gambar 13
berbentuk class. Class tersebut memiliki 2 properti, yaitu :

1) V atau Vertices
Property ini digunakan untuk menyimpan nilai jumlah
simpul pada graf.

2) graph
graph bertipe data list dan digunakan untuk menyimpan
busur pada graf beserta .

Class Graph pada gambar juga memiliki 4 methods, yaitu :

1) addEdge(self, u, v, w)
Method ini berfungsi untuk menambahkan busur tepi
dengan simpul u, simpul v, dan bobot w. Kompleksitas
dari method ini adalah O(Z).

2) find(self, parent, i)
Method ini berfungsi untuk menemukan himpunan dari
elemen i dalam struktur union-find. Kompleksitas dari
method ini adalah O(log V) dengan V adalah jumlah
simpul.

3) union(self, parent, rank, X, y)
Method ini berfungsi untuk melakukan penggabungan 2
himpunan dengan mempertimbangkan rank untuk
mengoptimalkan struktur pohon. Kompleksitas dari
method ini adalah O(1).

4) KruskalMST (self)
Method ini adalah method utama yang akan digunakan
untuk membangun MST menggunakan algoritma
Kruskal. Kompleksitas dari method ini adalah O(E log E)
dengan E adalah jumlah busur.

Program dapat dijalankan misalnya dengan driver sebagai
berikut.

if __name__ == '__main__":
= Graph(4)
.addEdge(@, 10)

.addEdge(@, 6)

.addEdge(1, 3, 15)

g
g
g
g.addEdge(@, 5)
g
g.addEdge(2, 3, 4)

g.KruskalMST()
Gambar 13. Driver code

Kode driver tersebut menunjukkan terdapat sebuah graf
dengan simpul, busur, dan bobot sebagai berikut :

v ={0,1,2 3}
E = {(0,1,10),(0,2,6),(0,3,5),(1,3,15),(2,3,4)}

Kemudian dari graf tersebut dicari MST-nya dengan method
KruskalMST(). Hasil dari program tersebut adalah sebagai
berikut

Edges in the constructed MST
2 -3 4

0 — 3 )
0 —1 10
Minimum Spanning Tree 19

Gambar 14. Hasil running program
IV. KESIMPULAN

Dari hasil analisis yang dilakukan pada implementasi
algoritma Kruskal pada gambar 12, didapat bahwa kompleksitas
waktu algoritma Kruskal adalah O(E log E). Saat menjalankan
program tersebut, yang pertama dilakukan adalah mengurutkan
busur-busur pada graf berdasarkan bobotnya mulai dari yang
terkecil hingga terbesar. Proses pengurutan ini memiliki
kompleksitas O(E log E). Kemudian diterapkan algoritma find-
union, proses ini menggunakan waktu paling banyak sebesar
O(log V). Sehingga kompleksitas waktu keseluruhan dari
algoritma ini adalah O(E log E + E log V). Nilai E maksimal
yang bisa didapat adalah sebesar O(V?) sehingga O(log V) dan
O(log E) adalah sama. Oleh karena itu, kompleksitas waktu
keseluruhan adalah O(E log E) atau O(E log V).
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